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МАТЕМАТИЧНА МОДЕЛЬ СХЕМОТЕХНІЧНОГО L-НЕГАТРОНА 

 
Розроблено математичну модель L-негатрона, проведено обґрунтування його еквівалент-

ної схеми. Визначено аналітичні вирази для параметрів L-негатрона, що дає змогу на етапі 
проектування електронних пристроїв провезти аналіз впливів L-негатрона на параметри схе-
ми та синтезувати пристрої з необхідними характеристиками. 
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Вступ. Розвиток сучасної інформацій-

ної техніки нерозривно пов’язаний з пошуком 
нової елементної бази, що володіє розшире-
ними функціональними можливостями [1]. 
Цим вимогам відповідають негатрони – елект-
ронні пристрої та їх схемотехнічні аналоги, 
що володіють у певному режимі роботи 
від’ємним значенням основного диференціаль-
ного параметра: активного опору (R-негатрон), 
ємності (С-негатрон) або індуктивності (L-
негатрон). R-негатрони отримали досить ши-
роке застосування як в інформаційній техніці 
[2], так і в енергетиці та транспорті [3, 4]. 
Значні успіхи досягнуті в розробці теорії за-
стосування С-негатронів [5, 6].  

Розробка інформаційних пристроїв на 
основі L-негатронів відбувається повільніше. 
Це пов’язано з відсутністю фізичних L-
негатронів з відповідними для застосування 
технічними параметрами. Нині вирішення цієї 
проблеми досягається шляхом побудови схе-
мотехнічних аналогів L-негатронів на основі 
операційних підсилювачів [7]. При розробці 
математичних моделей таких схемотехнічних 
L-негатронів робиться припущення про неза-
лежність параметрів операційного підсилюва-
ча від частоти, що веде до зростання похибки 
проектування радіоелектронних приладів на 
основі схемотехнічних L-негатронів [8]. По-
долання цього недоліку потребує розробки 
математичної моделі схемотехнічного L-
негатрона, що враховує частотні властивості 
операційного підсилювача (ОП).  

Мета та задачі дослідження. Метою 
роботи є розробка математичної моделі схе-
мотехнічного L-негатрона, що враховує час-
тотні властивості операційного підсилювача. 

Для досягнення поставленої мети вирі-
шуються такі задачі: 

1) обґрунтування еквівалентної схеми 
схемотехнічного L-негатрона; 

2) визначення аналітичних виразів для 
параметрів L-негатрона; 

3) перевірка адекватності та коректності 
розробленої математичної моделі. 

Обґрунтування еквівалентної схеми 
схемотехнічного L-негатрона. Схемотехніч-
ний L-негатрон реалізується на перетворюва-
чах від’ємного імпеданса, що реалізуються на 
активному приладі (наприклад операційному 
підсилювачі), охопленому позитивним зворот-
ним зв’язком. Найбільш доцільно від’ємну 
індуктивність реалізувати на інверторі 
від’ємного опору шляхом перетворення додат-
ної ємності, що спростить виконання L-
негатрона в інтегральному виді [7]. На рис. 1 
наведено схему реалізації L-негатрона, вхо-
дом якої є інвертувальний вхід ОП. 

 

 
Риc. 1. Високочастотна електрична схема  

реалізації L-негатрона на ОП 
 
Вхідний імпеданс схеми визначається 

відомим виразом [6, 9] 2 1 3( ) /вхZ Z Z Z= − ⋅ .  
Використовуючи як 3Z  конденсатор С1, а за-
мість 2Z  та 1Z  – резистори R1, R2,  
отримаємо: 
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1 2
1( ) /вхZ R R

j Cω
= − ⋅ .                 (1) 

Вираз (1) для вхідного імпедансу схеми, 
представленої на рис. 1, визначений за умови 
використання ідеального операційного підси-
лювача, що не відповідає реальному ОП, в яко-
го коефіцієнт підсилення є частотнозалежним. 

Розрахуємо вхідний імпеданс схеми при 
використанні неідеального операційного під-
силювача, апроксимуючи частотну залежність 
його коефіцієнта підсилення у вигляді [6]:  

0 0
1

/ (1 )fК К j К
f

= +& ,                (2)                                               
 

де 0К  – коефіцієнт підсилення схеми на низь-
ких частотах, 1f – частота одиничного підси-
лення. Також врахуємо комплексний характер  
вхідного і вихідного опорів ОП шляхом вве-
дення в схему (рис. 1) опорів 

ОПвихZ , 1ОПвхZ , 

2ОПвхZ , 3ОПвхZ . 
 

В результаті отримаємо еквівалентну 
схему ОП, зображену на рис. 2. 

 

 
Рис. 2. Високочастотна еквівалента схема ОП. 
На схемі 1ОПвхZ , 2ОПвхZ , 3ОПвхZ  – вхідні опори ОП; 

ОПвихZ – вихідний опір ОП; вхU  – вхідна напруга 

 
Щоб знайти вхідний імпеданс схеми  

L-негатрона, зображеної на рис. 1 з урахуван-
ням високочастотної еквівалентної схеми ОП 
(рис. 2), представимо схему рис. 1 у вигляді 
рис. 3, а.  

 
(а)      (б) 

Рис. 3. Узагальнена (а) та спрощена (б) еквівалентні схеми схемотехнічного L-негатрона.  
На схемі ГZ  – опір генератора високочастотного сигналу; ГU  – напруга генератора 

 
Використовуючи метод контурних стру-

мів [10] для схеми, зображеної на рис. 3, а, за-
пишемо систему рівнянь: 
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де 11I , 22I , 33I , 44I  – контурні струми. 
Для спрощення математичного аналізу 

введемо ряд допущень, вважаючи, що 
1ОПвх ГZ Z>> , 2ОПвх ГZ Z>> , 3ОПвх ГZ Z>> , 

1ОПвихZ Z<< , 2ОПвихZ Z<< , 3ОПвихZ Z<<  
0

ОПвихZ ≈ , 1ОПвхZ ≈ ∞ , 2ОПвхZ ≈ ∞ , 

3ОПвхZ ≈ ∞ , 0ГZ ≈ . З урахуванням зроблених 
допущень, схему на рис. 3, а представимо у 
вигляді схеми, що зображена на рис. 3, б. 

Для цієї схеми: 
1 1 11 2 3 11 22

2 2 3 11 22

( ) ( )
( ) ( ).

Е Z I Z Z I I
Е Z Z I I

= ⋅ + + ⋅ +
 = + ⋅ +

 (3)   

З урахуванням того, що 2 вхЕ U К= − ⋅ & , а 
1 2 11 22( )вхU E Z I I= − + , знаходимо 

2 1 2 11 22( ( ))Е E Z I I K= − − + ⋅ & . Після виконаних 
перетворень система рівнянь (3) набуде ви-
гляду: 
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1 1 11 2 3 11 22

2 3 11 22 2 11 22
1

( ) ( )

( )( ) ( )
.

Е Z I Z Z I I
Z Z I I Z I I K

E
K

= ⋅ + + ⋅ +

 + + − + ⋅

= −

&

&

     (4)  

Вхідний імпеданс схеми визначається за 
формулою 

/вх Г вхZ U І= .                     (5) 
Оскільки 1ГU Е=  та 11вхІ І= , 

розв’язавши систему рівнянь (4), отримаємо 
вираз для струму 11І : 

1 2 1 3 1 3
11

1 2 3 2( )вх
E Z E Z E K Z

І І
Z Z Z K Z

⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅
= =

+ − ⋅

&

&
.    (6)                                  

 

В результаті знаходимо: 
1 2 3 21

11 2 3 3

( )

Re Im

Г
вх

вх

вх вх

Z Z Z K ZU EZ
І І Z Z K Z

Z j Z

+ − ⋅
= = = =

+ + ⋅

= +

&

& ,    (7) 

де 

2 2
1 0 1 2 1 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 0 2 0 2 1 0 2

(1 2 ( 2 ))
Im

4 (1 4 ) ((1 ) 4 )
вх

f fK R С R f Сf R
Z

Сf f K R f K С f R f K С f R
π π

π π π

+ − +
=

− + + + + +
;                (8) 

 

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 1 0 0 1 0 2 1 0 0 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 0 2 0 2 1 0 2

( 4 4 ( ( 1 ) ) )
Re

4 (1 4 ) ((1 ) 4 )
вх

R f f K f K Сf f K R С f f K f K R
Z

Сf f K R f K С f R f K С f R
π π

π π π

+ + − + − − + +
=

− + + + + +
.           (9) 

 

Використовуючи (8), знайдемо вираз для значення вхідної від’ємної індуктивності ( )L −  
L-негатрона на частотах, менших максимальної частоти одиничного підсилення ОП [6]: 
 

2 2
( ) 1 0 1 2 1 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 0 2 0 2 1 0 2

(1 2 ( 2 ))

2 ( 4 (1 4 ) ((1 ) 4 ))

f K R С R f Сf R
L

Сf f K R f K С f R f K С f R
π π

π π π π
− + − +

=
− + + + + +

.             (10) 

 
З аналізу одержаних виразів (7–10) вид-

но, що схемотехнічний L-негатрон має 
від’ємну індуктивність ( )L − і від’ємний актив-
ний опір ( )R − . З урахуванням цього, спроще-
ну фізичну еквівалентну схему L-негатрона 
представимо у вигляді рис. 4.   

 
Рис. 4. Еквівалента схема досліджуваного  

L-негатрона. ( )R −  – від’ємний активний опір;  
( )L − – від’ємна індуктивність; парС  – паразитна 

додатна ємність 
 

Виходячи з одержаних виразів матема-
тичної моделі, ми встановили, що еквівалент-
на схема (рис. 4) досліджуваного L-негатрона 
складається з паралельно з’єднаних від’ємної 

індуктивності, активного опору та паразитної 
додатної ємності. Враховуючи те, що в реаль-
них схемах завжди існує міжелектродна пара-
зитна ємність, тому в запропоновану схему 
введено ємність парС . Частотна залежність 

коефіцієнта K&  призводить до частотної зале-
жності ( )L − , ( )R − . На високих частотах L-
негатрон втрачає від’ємну індуктивність та 
від’ємний активний опір. 

Визначення аналітичних виразів для 
параметрів L-негатрона. До основних па-
раметрів L-негатрона відносяться: уявна 
Im вхZ  та дійсна Re вхZ  складові його вхідно-
го імпеданса, що визначаються виразами (8) 
та (9); еквівалентна індуктивність ( )L − , що 
визначається виразом (10); максимальна ро-
боча частота. 

Знайдемо аналітичний вираз для  
визначення максимальної робочої частоти  
L-негатрона. Для цього, використовуючи (8), 
знайдемо частоту, що відповідає екстремуму 
функції Im вхZ  шляхом розв’язання рівняння: 

2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 0 1 0 1 0 2 0 1 1 0 2

Im
( ( 6 ( 4(2 ) )вхd Z

f f К R K Cf K R C K f f f K R
df

π π= ⋅ − + + − + +  

3 2 2 2 3 3 4 4 2 4 4
1 1 0 2 0 28 ( 2 ) 16 )C f f f K R C f K Rπ π+ + −                                  (11) 

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
0 2 0 2 1 0 2( ( 4 (1 4 ) ((1 ) 4 )) ) 0Cf fK R f K C f R f K C f Rπ π π π− + + + + + =

. 
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Одержане рівняння має п’ять розв’язків. 
Відкинемо від’ємні розв’язки, оскільки зна-
чення максимальної частоти не повинне бути 
від’ємним, також відкинемо нульовий 

розв’язок. Нас цікавить корінь, в якому функ-
ція має максимально від’ємне значення, оскі-
льки він буде визначати максимальну частоту 
L-негатрона: 

3 7 7 3
2 13 3 2 2 5 5

2 1 2 2 1
0

1 5 2
2

2 2
2 2

2

C R f
C R f C R C R f

К
f

C R

π
π π

π

− − −
= ;                            (12) 

      

3 7 7 3
2 15 5 2 2 3 3

2 1 2 2 1
0

2 2 2
2

2 2
2 2

2

C R f
C R f C R C R f

К
f

C R

π
π π

π

− + +
= .                           (13) 

 

Два додатні корені (12) і (13) описують 
два екстремуми функції (8), в яких реактив-
ний опір має максимальне від’ємне значення 
та максимальне додатне значення. Проаналі-
зувавши отримані вирази для коренів, дохо-
димо висновку, що (13) є найменшим коренем 
та відповідно визначає максимальну робочу 
частоту L-негатрона.  

Перевірка адекватності та 
коректності розробленої математичної 
моделі. Досліджено залежності основних па-
раметрів L-негатрона в діапазоні частот при 
таких значеннях елементів схеми:  

R1 = 1000 Ом, R2 = 300 Ом, С = 1 нФ.  
Параметри операційного підсилювача  
LF357: К0 = 200000, f1 = 20 МГц. 

На рис. 5 зображені графіки частотної 
залежності реактивного Im вхZ та активного 
Re вхZ  імпедансів L-негатрона і графік частот-
ної залежності від’ємної індуктивності  
Im
2

вхZ
fπ

 L-негатрона та залежність максималь-

ної робочої частоти L-негатрона f2 від зміни 
частоти одиничного підсилення  f1.. 

 
(а)      (б) 

 
(в)                 (г) 

Рис. 5. Графіки частотної залежності реактивного Im вхZ  (а), активного Re вхZ  (б) імпедансів  
L-негатрона, від’ємної індуктивності (в) та залежність максимальної робочої f2 частоти схеми  

від зміни частоти одиничного підсилення f1  (г) 
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З рис. 5, а видно, що реактивний опір 
має від’ємне значенням та зі зростанням час-
тоти збільшується за модулем і має макси-
мальне від’ємне значення -15,8 кОм на часто-
ті 2,95 МГц. Ця частота є максимальною ро-
бочою частотою L-негатрона, після якої він 
втрачає властивість від’ємної індуктивності. З 
рис. 5, б видно, що активний опір є від’ємним, 
починаючи з частоти 6 кГц, та зі зростанням 
частоти збільшується за модулем і має макси-
мальне від’ємне значення -36,9 кОм на частоті 
3,24 МГц.  

З рис. 5, в випливає, що значення 
від’ємної індуктивності при R2 = 300 кОм ста-
новить -292 мкГн в діапазоні частот від 1 кГц 
до 1 МГц. Після частоти 1 МГц значення 
від’ємної індуктивності збільшується за мо-
дулем і максимальне значення становить         
-851 мкГн на частоті 2,95МГц. Зі зростанням 
частоти одиничного підсилення f1 робоча час-
тота також зростає (рис. 5, г). При зміні часто-
ти одиничного підсилення f1 від 10 до 100 МГц 
робоча частота L-негатрона змінюється від 2 
до 15 МГц. Таким чином, максимальна частота 
L-негатрона буде визначатися частотними вла-
стивостями обраного операційного підсилюва-
ча та становити (0,15..0,2) f1.  

Проведені дослідження впливу парамет-
рів схеми на значення основних параметрів L-
негатрона показали, що зі зростанням величи-
ни резистора R2 від 100-300 кОм відбувається 
зменшення значення від’ємної індуктивності 
від 95-292 мкГн. З виразу (13) видно, що опір 
R1 не впливає на максимальну робочу частоту, 
а впливають С та R2. На рис. 6 зображено гра-
фіки залежності максимальної робочої частоти 
від параметрів С та R2.  

 
Рис. 6. Залежність зміни вихідного  

значення робочої частоти L-негатрона  
від зміни значень параметрів R2 та С 
 
З рис. 6 видно, що можна оптимізувати 

розглянуту схему за максимальною робочою 

частотою. Наприклад, при С = 5 пФ, R2 = 
10 Ом, R1 = 6000 Ом значення максимальної  
робочої частоти  L-негатрона буде збільшено з 
2,95 до 6 МГц. 

З метою підтвердження адекватності 
отриманих результатів проведено моделю-
вання схеми рис. 7. 

 

 
Рис. 7. Електрична принципова схема  

L-негатрона в програмному середовищі  
Micro-Cap 

 
За результатами моделювання дослі-

джено частотні залежності активного та реак-
тивного опорів (рис. 8). 

 
(а) 

 
(б) 

Рис. 8. Графіки частотної залежності  
активного та реактивного опору (а) і  

частотної залежності від’ємної індуктивності 
 L-негатрона (б), промодельованого в  
програмному середовищі Micro-Cap 

 
З рис. 8, а видно, що реактивний опір має 

від’ємне значення і зі зростанням частоти 
збільшується, але за значенням відрізняється 
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від математично розрахованого, і його макси-
мальне від’ємне значення – -15,1 кОм на часто-
ті 2,84 МГц. Тобто відносна похибка за реак-
тивним опором становить 4,6 %, а за макси-
мальною робочою частотою – 3,8 %. Активний 
опір зі зростанням частоти збільшується за мо-
дулем і має максимальне від’ємне значення                  
-34,3 кОм на частоті 3,06 МГц, відносна по-
хибка становить відповідно 7,5 % по модулю 
та 5,5 % по частоті. 

З рис. 8, б випливає, що значення 
від’ємної індуктивності збільшується за моду-
лем і максимальне значення становить               
-812 мкГн на частоті 2,89 МГц, що відрізняєть-
ся від розрахункового відповідно на 4,8 і 2 %. 

Отримані графіки моделювання якісно 
повторюють графіки залежностей, отриманих 
при математичних розрахунках (рис. 5, 6), що 
підтверджує адекватність та коректність ви-
веденої математичної моделі. 

Висновки:  
1) Розроблено математичну модель L-

негатрона на інверторі від’ємного опору на 
операційному підсилювачі, що дозволило ви-
значити еквівалентну схему цього L-
негатрона, частотну залежність його парамет-
рів, максимальну робочу частоту, що дає змо-
гу на етапі проектування електронних при-
строїв визначати вплив L-негатрона на пара-
метри схеми та синтезувати пристрої з необ-
хідними характеристиками.  

2) Визначено аналітичні вирази для па-
раметрів L-негатрона. Виділено дійсну скла-
дову вхідного імпеданса схемотехнічного  
L-негатрона, на їх основі знайдено вирази для 
значення вхідної від’ємної індуктивності ( )L −  

та вхідного від’ємного опору ( )R −   
L-негатрона.  Визначено максимальну частоту 
L-негатрона та показано, що вона становить 
(0,15..0,2) f1. 

3) На частотах, більших 1 МГц, теоре-
тично розраховане значення від’ємної індук-
тивності збільшується за модулем і максима-
льне значення становить -851 мкГн на частоті 
2,95 МГц, що відрізняється від отриманих зна-
чень при моделюванні на 4,8 і 2 % відповідно. 
Реактивний опір має від’ємне значенням та зі 
зростанням частоти збільшується за модулем. 
Його розраховане максимальне від’ємне зна-
чення – -15,8 кОм на частоті 2,95 МГц, що від-
різняється від результатів моделювання на 4,6 і 
3,8 % відповідно. Активний опір є від’ємним, 
починаючи з частоти 6кГц, та зі зростанням 

частоти збільшується за модулем і має макси-
мальне від’ємне значення -36,9 кОм на частоті 
3,24 МГц, що відрізняється від результатів мо-
делювання на 7,5 і 5,5 %. 
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MATHEMATICAL MODEL OF CIRCUIT L-NEGATRON  
 

In the article mathematical model of L-negatron is developed. The substantiation of its 
equivalent circuit is made. Analytical formulae for L-negatron parameters that help at the stage of 
electronic devices design to make the analysis of L-negatron influence on the parameters of the circuit  
and to synthesize devices with desired characteristics are determined. 

It is proved that the presence of negative active resistance and inductance in L-negatron leads 
to potential instability inductive sensor circuits. It is shown that the instability provides the 
autogeneration to build frequency inductive sensors.  

The autogeneration conditions are determined. It is shown that sensors containing L-negatron 
can operate in autogeneration and sensitivity of these sensors to 10 times higher compared to the 
prototype. 

At the frequencies more than 1 MHz theoretical value of negative inductance increases in 
magnitude and maximum value is -851 uH at a frequency of 2.95 MHz. The reactance is negative –     
-15.8 kohm at a frequency of 2.95 MHz. The resistance is negative at a frequency 6 MHz and with 
increasing frequency it also increases. 

Keywords: L-negatron, mathematical model, negatronics. 
 
 


