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ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ МЕТОДЫ ИДЕНТИФИКАЦИИ НЕЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ 

В ВИДЕ ПОЛИНОМОВ ВОЛЬТЕРРА  
 

Рассматривается метод построения аппроксимационной модели Вольтерра нелинейной 
динамической системы во временной области с использованием полиимпульсных и многоступен-
чатых тестовых сигналов, основанный на применении регуляризованного метода наименьших 
квадратов и выборе оптимальной величины шага по амплитуде тестовых сигналов, что обеспе-
чивает повышение точности и вычислительной устойчивости процедуры идентификации.   
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Актуальность темы. С научно-

техническим прогрессом неразрывно связаны 
как рост сложности проектируемых и иссле-
дуемых технических систем и устройств, так 
и повышение требований к эффективности их 
функционирования. В связи с этим большое 
значение приобретают задачи построения 
адекватных математических моделей иссле-
дуемых систем и процессов на основе данных 
экспериментов «вход-выход» – задачи иден-
тификации, позволяющие повысить точность 
и достоверность результатов моделирования 
при проектировании технических систем, а 
также повысить достоверность распознавания 
технического состояния при их диагностиро-
вании и эффективность функционирования на 
этапе эксплуатации. 

Методы математического моделирова-
ния и эксперимент являются основными сред-
ствами исследования сложных нелинейных 
динамических систем (НДС) [1, 2]. Для опи-
сания НДС часто используются модели Воль-
терра (МВ) [3–7]. При этом нелинейные и ди-
намические свойства системы полностью ха-
рактеризуются последовательностью много-
мерных весовых функций – ядер Вольтерра 
(ЯВ). Задача идентификации (построения мо-
дели) НДС заключается в определении мно-
гомерных ЯВ на основе экспериментальных 
данных «вход-выход» идентифицируемой си-
стемы [6]. 

Однако, существующие в настоящее 
время прикладные алгоритмы идентификации 
и моделирования НДС на основе МВ все еще 
не позволяют в полной мере использовать 

возможности этого математического аппара-
та. Это обусловлено целым рядом причин, 
наиболее важными из которых являются: не-
учет существенного влияния погрешностей 
измерений на результат идентификации в ал-
горитмах экспериментального определения 
ЯВ, что ограничивает их применение в реаль-
ных условиях; недостаточная разработанность 
программно-алгоритмического обеспечения 
задач идентификации нелинейных систем на 
основе МВ. 

Обзор исследований. Идентификация 
по своей сути относится к обратным задачам, 
при решении которых возникают трудности 
вычислительного плана, обусловленные не-
корректностью постановки задачи [3]. Полу-
чаемые решения оказываются неустойчивыми 
к погрешностям исходных данных – измере-
ний откликов идентифицируемой НДС [8]. 
При использовании МВ необходимо также 
решить задачу разделения отклика y(t) иссле-
дуемой НДС на парциальные составляющие 
(ПС) yn(t), соответствующие отдельным  
n–мерным интегралам свертки, поскольку из-
меряется суммарный отклик y(t) на тестовый 
сигнал x(t) [5].  

В работах [9–12] рассматриваются ме-
тоды идентификации на основе МВ в виде 
рядов Вольтерра (РВ), применение которых 
ограничивается областью сходимости интег-
ростепенных рядов: малыми амплитудами 
входных сигналов или малыми нелинейностя-
ми. Для расширения возможностей исполь-
зования математического аппарата МВ для 
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идентификации НДС применяют аппрокси-
мационные модели в виде полиномов Воль-
терра [13], что позволяет приближенно опи-
сывать свойства исследуемой системы с су-
щественной нелинейностью на основе соот-
ношения «вход-выход». Обоснование приме-
нимости полиномов Вольтерра для аппрок-
симации нелинейных функционалов (иден-
тификации НДС) основывается на теореме 
Фреше [14].    

Предлагаемые в статье практические 
методы детерминированной идентификации 
НДС на основе аппроксимационных моделей 
в виде полиномов Вольтерра с использовани-
ем полиимпульсных и многоступенчатых тес-
тових сигналов позволяют преодолеть возни-
кающие трудности математического и вычис-
лительного характера при построении МВ. 

Целью работы является теоретическое 
обоснование вычислительных методов иден-
тификации нелинейных динамических систем 
в виде аппроксимационных моделей Вольтер-
ра на основе данных экспериментов «вход–
выход». 

Модели Вольтерра и идентификация 
НДС. Соотношение «вход-выход» для непре-
рывной НДС с одним входом и одним выхо-
дом может быть представлено РВ 
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где )(tx  и )(ty  – соответственно входной и 
выходной сигналы системы; ( )nnw ττ ,...,1  – 
весовая функция или ЯВ n-го порядка 
(n=1,2,3,…), симметричная относительно ве-
щественных переменных τ1,…,τn функции; 

)(tyn – парциальная составляющая отклика 
системы (n-мерный интеграл свертки); w0(t) – 
свободный член РВ (при нулевых начальных 
условиях w0(t)≡0); t – текущее время.  

В общем случае для НДС со многими 
входами и многими выходами РВ имеет вид 
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где yj(t) – отклик НДС на j-м выходе в теку-
щий момент времени t при нулевых началь-
ных условиях; x1(t),...,xν(t) – входные воздей-
ствия; ),...,( 1...

1
n

j
ii

n

w ττ – ЯВ n-го порядка по i1, 

..., in-м входам и j-му выходу, симметричные 
относительно вещественных переменных 
τ1,τ2,…,τn  функции; ν, µ – количество входов 
и выходов НДС соответственно. 

На практике РВ заменяют полиномом и 
обычно ограничиваются несколькими первы-
ми членами ряда. Построение модели НДС в 
виде ряда или полинома Вольтерра заключа-
ется в выборе вида тестовых воздействий x(t) 
и разработке алгоритма, который позволял бы 
по измеренным реакциям y(t) выделять пар-
циальные составляющие )(tyn  и определять 
на их основе ЯВ wn(τ1,…,τn) или переходные 
функции hn(τ1,…,τn) – n-мерные интегралы от 
ЯВ, n=1,2,…, N (N – порядок аппроксимаци-
онной модели). 

Метод идентификации НДС на основе 
РВ во временной области основывается на 
аппроксимации отклика НДС y(t) на произ-
вольный детерминированный сигнал x(t) в 
виде интегростепенного полинома N-го поряд-
ка (N– порядок аппроксимационной модели): 
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Пусть на вход НДС поочередно подают-
ся тестовые сигналы a1x(t), a2x(t), ,…, aLx(t); 
a1, a2,…,aL – различные вещественные числа, 
удовлетворяющие условию 0<aj≤1 для 
∀j=1,2,...,L, тогда  
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ПС в аппроксимационной модели )(ˆ tyn  
находятся с помощью МНК, который позволя-
ет получить такие их оценки, при которых 
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где )]([)( txayty jj = . Минимизация критерия 
(3) сводится к решению системы нормальных 
уравнений Гаусса, которую в векторно-
матричной форме можно записать в виде 
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Из (4) получим 
yAA)A(ŷ 1 ′′= − .  (5)  

Применение тестовых полиимпульс-
ных сигналов. Если тестовый сигнал x(t) 
представляет собой единичный импульс 
(функцию Дирака) с весом s, то решением 
СЛАУ (5) являются весовая функция 1-го по-
рядка )(ˆ1 tw  и диагональные сечения весовых 

функций n-го порядка ),...,(ˆ ttwn , Nn ,2= . 
Поскольку при x(t)=sδ(t) 
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Метод определения поддиагональных 
сечений весовых функций n-го порядка 
( Nn ≤≤2 ) НДС ),...,(ˆ 1 nn ttw τ−τ−  осно-
вывается на следующем утверждении. 

Утверждение 1. Пусть тестовые воз-
действия представляют собой сумму n им-
пульсных сигналов )()( ii tstx τ−δ=  ( )(δ t – 

функция Дирака, ni ,1= ) со сдвигом по вре-
мени t на τ1,...,τn, тогда оценка поддиагональ-
ного сечения весовой функции n-го порядка  
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где ),...,,(ˆ
1 n

tyn ττ ξξ  – оценка n-й парциаль-
ной составляющей отклика нелинейной дина-
мической системы в момент времени t, полу-
ченная в результате обработки данных экспе-
риментов на основе (5) при действии на входе 
системы полиимпульсного сигнала с весом s, 
причем, если 1=ξτi

, то тестовое воздействие 
содержит импульсный сигнал со сдвигом на 
τi, в противном случае, при 0=ξ τ i

 – не со-
держит.  

Таким образом, вычислительный алго-
ритм, реализующий метод идентификации 
многомерных весовых функций на основе со-
отношения (8), сводится к решению СЛАУ (4) 
для каждого фиксированного момента време-
ни t на интервале [0,T], где T – время модели-
рования. 

Применение тестовых многоступен-
чатых сигналов. Если тестовый сигнал x(t) 
представляет собой единичную функцию θ(t) 
(функцию Хевисайда), то решением СЛАУ (5) 
являются переходная функция первого поряд-
ка )(1 th

)
 и диагональные сечения n-го поряд-

ка ),...,( tthn

)
 ( Ln ,2= ). 

Для определения поддиагональных се-
чений переходных функций n-го порядка 
(n≥2) НДС испытывается с помощью n тесто-
вых ступенчатых сигналов с заданными ам-
плитудой и различными интервалами между 
сигналами. При соответствующей обработке 
откликов получим поддиагональные сечения 
n-мерных переходных функций 
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)τ,...,τ( 1 nn tth −− , которые представляют 
собой n-мерные интегралы от ядер n-го по-
рядка wn (τ1,…, τ n) 

.λλ)λτ,...,λτ(

)τ,...,τ(

111
0 0

1

nnnn

nn

ddttw

tth

KK −−−−=

=−−

∫ ∫
∞ ∞  (9) 

Метод определения сечений n-мерных 
переходных функций основывается на сле-
дующем утверждении.  

Утверждение 2. Пусть тестовые воз-
действия представляют собой сумму k 
(k=1,2,…,n) ступенчатых сигналов 

)()( ii tatx τ−θ=  (i=1,2,…,k), со сдвигом по 
времени t на τ1, ..., τk, тогда для НДС с одним 
входом и одним выходом оценка сечения пе-
реходной характеристики n-го порядка  

∑
=

∑
−

−
=

=−−

=

1

0δ,...,δ
ττ

δ

1

1

1

1 )δ,...,δ,(ˆ)1(
!

)1(

)τ,...,τ(

n

n

n

i
i

ty
an

tth

n

n

nn

ττ

τ

)

,   (10) 

где ),...,,(ˆ
1 n

tyn ττ δδ  – оценка n-й ПС отклика 
ОК в момент времени t, полученная в резуль-
тате обработки данных экспериментов на ос-
нове (5), при действии на ее входе многосту-
пенчатого сигнала с амплитудой a; причем, 
если 1=δτi

 (i=1,2,…,n), то тестовое воздейст-
вие содержит ступенчатый сигнал со сдвигом 
на τi, в противном случае, при 0=δτi

 – его не 
содержит.  

Утверждение 3. Пусть тестовые воз-
действия представляют собой сумму k 
(k=1,2,…,n) ступенчатых сигналов 
{ })τ(θ)( kk ttx −=  со сдвигом по времени на 
τ1, ..., τk, (τk≥0) тогда для НДС с ν входами и 
 µ выходами оценка сечения переходной ха-
рактеристики n-го порядка: 
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j ty ττ  – отклик НДС на j-м вы-

ходе (j=1,…, µ), измеренный в момент време-
ни t, при действии на входах i1,...,in многосту-

пенчатых сигналов с амплитудами 
ki

a , при-

чём, если 1=δτ
k

k

i  (k=1,2,…,n), то тестовое воз-
действие на ik-м входе содержит ступенчатый 
сигнал со сдвигом на τk, в противном случае, 
при 0=δτ

k

k

i  – его не содержит. 
Регуляризация процедуры идентифи-

кации на основе метода наименьших квад-
ратов. Система нормальных уравнений Гаус-
са (4) дает хорошие результаты по аппрокси-
мации функций, если число измерений L дос-
таточно велико (много больше, чем степень 
аппроксимирующего полинома N) или ошиб-
ки измерений малы. В противном случае оп-
ределитель системы оказывается близким к 
нулю и система становится плохо обуслов-
ленной. При этом возможны большие ошибки 
в оценке параметров аппроксимирующего по-
линома. 

Для получения устойчивого к погреш-
ности измерений решения СЛАУ (4) исполь-
зуется метод регуляризации А. Н. Тихонова, 
основанный на вариационном способе по-
строения регуляризирующего оператора. Этот 
метод сводится к нахождению приближенно-
го вектора решения αŷ , минимизирующего 
некоторый сглаживающий функционал. 
Единственный вектор, удовлетворяющий ус-
ловию минимума сглаживающего функцио-
нала, может быть определен из решения 
СЛАУ  

yΑyαI)ΑΑ( α ′=+′ ˆ ,               (12) 
где Α′  – транспонированная матрица;  
I – единичная матрица; α – параметр регуля-
ризации Тихонова.  

Приближенное решение, получаемое на 
основе (12), соответствует нулевому порядку 
регуляризации (слабая регуляризация). Для 
повышения гладкости решений используется 
регуляризационная матрица R и находится 
решение СЛАУ  

yΑŷαR)ΑΑ( α ′=+′               (13) 
при выбранном значении параметра α. Регу-
ляризационная матрица R имеет ленточную 
структуру, диагональные элементы которой 
равны 2)(1 −∆−= arii , а элементы над- и под-
диагоналей равны 

Ljijiarij ,1,;,)( 2 =≠∆−= − ; ./ Laa L=∆  
При реализации данного алгоритма па-

раметр регуляризации α выбирают достаточ-
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но малым из анализа имеющейся информации 
о погрешности исходных данных и погрешно-
сти вычислений. В работе подходящее значе-
ние параметра регуляризации α определяется 
путем подбора, т.е. многократными вычисле-
ниями αŷ  для различных значений α. Ква-
зиоптимальное значение параметра 0αα =  
выбирается из условия 

min|ˆˆ|| =−+ |yy iα1iα ,              (14) 

где ,..,,i  ,  ,ii 210101 =<<=+ µµαα . Необ-
ходимо отметить, что различные способы оп-
ределения параметра регуляризации могут 
дать, вообще говоря, различные результаты и, 
как следствие, отличающиеся друг от друга 
регуляризованные решения. 

Выводы. Получил дальнейшее развитие 
метод построения аппроксимационной моде-
ли Вольтерра нелинейной динамической сис-
темы во временной области с использованием 
полиимпульсных и многоступенчатых тесто-
вых сигналов, который отличается от извест-
ного применением регуляризованного метода 
наименьших квадратов и выбором оптималь-
ной величины шага по амплитуде тестовых 
сигналов, что позволяет повысить точность и 
вычислительную устойчивость процедуры 
идентификации.   

Предложен и теоретически обоснован 
формализм, представляющий универсальное 
выражение для сечений многомерных пере-
ходных характеристик (n-мерных интегралов 
от ядер Вольтерра) в виде линейной комбина-
ции откликов идентифицируемой системы на 
многоступенчатые тестовые воздействия,  
позволяющий упростить алгоритмизацию и 
программную реализацию процедуры  
идентификации.   
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COMPUTATIONAL METHODS FOR THE IDENTIFICATION  

OF NONLINEAR SYSTEMS IN THE FORM OF VOLTERRA POLYNOMIALS  
 

The method for constructing of approximation Volterra model of nonlinear dynamic systems in 
time domain using multiimpulse and multistage test signals, which is based on the use of regularized 
least squares method and the choice of step optimal value of test signals amplitude, which allows to 
improve the accuracy and computational stability of identification procedure is considered.  

Formalism representing generic expression for the cross sections of multidimensional transient 
characteristics (n-dimensional integrals of Volterra kernel) in the form of a linear combination of re-
sponses of identifiable system for multistage test simulation designed to simplify algorithmic and soft-
ware implementation of identification procedure is offered and theoretically substantiated. 

Keywords: nonlinear dynamic systems, Volterra polynomials, Volterra kernels, multidimen-
sional transition functions, identification, computational stability, regularization. 
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