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ОПРЕДЕЛЕНИЕ НЕСТАЦИОНАРНОГО ТЕРМОНАПРЯЖЕННОГО СОСТОЯНИЯ  

В РАСТУЩЕЙ ПО ИЗВЕСТНОМУ ЗАКОНУ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ТРУБЕ 
 

Рассматривается вопрос определения поведения нестационарного термонапряжонного 
состояния цилиндрической трубы, которая растет по определенному закону. Характерной 
особенностью цилиндрических тел при таких термомеханических процессах является пере-
распределение температуры, напряжений и деформаций, обусловленное непрерывным или дис-
кретным добавлением материала.  

Для определения термонапряженного состояния используется один из наиболее эффек-
тивных приемов при численном решении пространственных нестационарных задач теории 
термоупругопластичности – метод покомпонентного расщепления в сочетании с представле-
нием неизвестных величин в виде сплайн-функций. 

Ключевые слова: нестационарное термонапряженное состояние, метод покомпонент-
ного расщепления, сплайн-функции. 

 
Введение. При исследовании термоме-

ханического поведения растущих тел харак-
терной особенностью является постоянное (в 
процессе роста) перераспределение темпера-
туры, напряжений и деформаций, обуслов-
ленное непрерывным или дискретным добав-
лением материала. Поэтому, на наш взгляд, 
определение напряженно-деформированного 
состояния должно производиться в нестацио-
нарной  постановке, что подтверждается рас-
четами [3, 6]. Выход на стационарный режим 
возможен в результате установления решения 
задачи, после того как тело прекращает расти. 

Целью работы является определение 
напряженно-деформированного состояния 
растущего цилиндрического тела методом 
покомпонентного расщепления с помощью 
кубических В-сплайнов и получение числен-
ных отношений напряжений. 

Постановка осесимметричной неста-
ционарной задачи термоупругости для рас-
тущего цилиндрического тела. Пусть пер-
воначально изотропный цилиндр (длиной L, 
внутренней поверхностью r = R0, внешней 
поверхностью r = R1) в начальный момент 
времени t = 0 находится в ненапряженном 
состоянии при температуре Т = Т (R, z), 

];[ 10 TTT ∈ , z – ось цилиндра. В момент вре-

мени t = t1 с наружной стороны добавляется 
цилиндр с внешней поверхностью r = R2  с 
постоянно распределенной по толщине тем-
пературой, равной T1. В результате после из-
менения геометрических размеров цилиндра 
температурное поле начнет перераспреде-
ляться (начнет выходить на новый стационар-
ный режим), что вызовет соответствующие 
изменения в напряженно-деформированном 
состоянии. Таким образом, для его определе-
ния необходимо решать нестационарную за-
дачу термоупругопластичности. Граничными 
являются узлы: узел 1 (r = R0), узел 9 (r = R1), 
узел 11 (r = R2). Узел 10 – середина добавлен-
ного цилиндра ( рис. 1).  

Определим напряженно-деформирован-
ное состояние цилиндра. 

Решение нестационарной осесиммет-
ричной задачи термоупругости для расту-
щего цилиндрического тела методом по-
компонентного расщепления. Все неизвест-
ные величины (скорости перемещений, ком-
поненты тензоров напряжений и деформаций) 
на каждом дробном шаге по времени задава-
лись в виде кубических В-сплайнов [4]. Будем 
рассматривать такие процессы, при которых 
реологические свойства материала не прояв-
ляются. Для решения поставленной задачи 
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используются уравнения движения в цилинд-
рической системе координат. 
 

 
Рис. 1 

 
Соотношения Коши, продифференци-

рованные по времени, и физические соотно-
шения вида [2] 
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Распределение температуры для цилин-
дра в разные моменты времени определяется 
путем решения уравнения теплопроводности          
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Решение полной системы уравнений 
производилось при помощи метода дробных 
шагов по времени, которая приводится к виду  
[1, 2]:  
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где W
r

 – вектор, компонентами которого  бу-
дут искомые величины (w1 = vк; w2 = vя; w3 = 
σк; w4 = σφ;w5 = σя; w6 = σкя). Составляющие 
вектора B

r
 и элементы матриц 3,1, =iAi  оп-

ределяются путем сопоставления исходной 
системы и векторного уравнения (3). 

Введем в рассмотрение сетку по време-
ни ωr с учетом дробных шагов интегрирова-
ния по времени: 
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Идея метода покомпонентного расщеп-
ления состоит в том, что вместо векторного 
уравнения (3) на полном шаге интегрирования 
по времени τ (t∈[tp; tp+1]) последовательно 
решаются два эквивалентных ему одномер-
ных векторных уравнения, каждое на своем 
дробном шаге по времени. 

Обозначим 2/npW +
r

 вектор W
r

, вычислен-
ный для момента времени t = tp+n/2 (n = 0, 1, 
2). Аналогичные обозначения вводятся и для 

вектора B
r

. При переходе от уравнений (3) к 
разностной схеме их решения производные по 
времени заменяются разностными отноше-
ниями, а производные по координатам пред-
ставляются линейной комбинацией производ-
ных, заданных на предыдущем временном 
слое tp+(n-1)/2 и на том, на котором ищется ре-
шение tp+n/2. В результате этого расчетную 
схему можно записать так: 
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где α + β = 1, γ1 + γ3 = 1, а дифференциальные 
операторы Wn

r
Λ  [2]. 

В случае, когда α = 0, β = 1, схема (9) 
будет явной. При α = 1, β = 0 выражение (5) 
дает неявную схему. Если же α =β =1/2, то 
имеет место схема Кранка–Николсона, кото-
рая, в отличие от двух предыдущих схем пер-
вого порядка аппроксимации по τ, имеет вто-
рой порядок аппроксимации [5, 7, 8]. Процесс 
решения системы (9) на полном шаге по вре-

мени состоит из двух шагов. Сначала на осно-
вании первого уравнения разыскивается 
вспомогательный вектор 2/1+pW

r
. При этом 

вектор pW
r

 уже известен или из предыдущего 
шага по времени, или из начальных условий. 
Потом из второго уравнения определяется 
вектор 1+pW

r
.  

Расчетные формулы явной схемы мето-
да расщепления можно записать так: 
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Подробные формулы можно получить 
из выражений, приведенных в работе [2] для 
трехмерных нестационарных задач теории 
термоупругопластичности, после перехода к 
цилиндрической системе координат и с уче-
том очевидных упрощений, обусловленных 
двумерностью данной задачи. 

Анализ результатов численного ре-
шения. В результате применения метода по-
компонентного расщепления, приведенного 
выше, получены численные результаты. На 
рис. 2 показано изменение во времени вели-
чины sr σσ / , а на рис. 3 представлено изме-
нение кольцевых напряжений sσσ ϕ / .  
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Рис. 2 

 

0.1

0.05

0 5 10 15
500

520

540

560

580

600

t  
Рис. 3 

 
Максимальные изменения решения на-

блюдаются в узлах 9, 10, расположенных в 
окрестности исходного цилиндра r = R1. 

Заключение. Анализ полученных ре-
зультатов показывает, что в результате нара-

щивания тела по описанной выше схеме тем-
пература начинает заметно перераспределять-
ся, скорость изменения температуры умень-
шается и стремится к нулю, но вызванные 
тепловым ударом напряжения продолжают 
волнообразно изменяться. Добавление сле-
дующего слоя вносит дополнительные изме-
нения в этот процесс. 
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THE DETERMINATION OF NONSTATIONARY THERMOSTRESSED STATE  
IN CYLINDRICAL TUBE, GROWING ACCORDING TO CERTAIN LAW 

 
The problem of the determination of nonstationary thermostressed state in cylindrical tube, 

growing according to certain law, is considered. A characteristic feature of cylindrical bodies at such 
thermomechanical processes consists in the redistribution of temperature, stress and strain due to 
continuous or discrete addition of material.  

The aim of the work is to determine stress-strained state of growing cylindrical body by compo-
nent splitting method using cubic B-splines and to obtain numerical stress relationships. 

To determine thermostressed state one of the most effective methods for numerical solution of 
spatial nonstationary problems of thermoelastic plasticity theory – component splitting method in 
conjunction with the presentation of unknown quantities in the form of spline functions – is used.  

The analysis of the results shows that by increasing the body according to described above 
scheme the temperature becomes significantly redistributed, the rate of temperature change decreases 
and tends to zero, but the stresses caused by thermal shock continue to change in undulatory way. The 
addition of the next layer makes additional changes to the process. 

Keywords: nonstationary thermostressed state, component splitting method, spline functions. 
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